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Introduzione.

La determinazione delle traiéttorie di particel-
le cariche in un campo magnetico & un problema molto
complesso dal punto di vista generale, suscettibile
perd di semplificazioni in molti casi particolari.

Viene qui considerato il caso di un analizzatore
magnetico dotato di un piano mediano di simmetria,
in cui la distribuzione del campo sia nota mediante
una serie 4i misure fatte nei nodi di un reticolo car
tesiano di passo opportuno. Si prendono in esame le
traiettorie svolgentisi nel piano di simmetria e quel
le che, nell'approssimazione di Gauss,sl possono con
giderare abbastanza vicine a questo piano.

Nella presente note si espone un metodo numerico
atto al calcolo di queste traiettorie, 1l quale si

presti ad essere programmato su di un calcolatore e-

(x) - Presentemente all'Istituto Superiore delle Te-
lecomunicazioni.



lettronico.

Tale metodo pud essere applicato a gualsiasi cam-
po magnetico la cui unica particolarité sia gquella di
avere un piano 4di simmetria.

In particolare e stato applicato al calcolo delle
traiettorie nello spettrometro a coppie dei Iaborato-

ri Nazionali del Sincrotrone,
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Le equazioni delle traiettorie.

Una particella carica in moto nel piano mediano di
simmetria di un analizzatore descrive una traiettoria

piana ottenibile dall'equazione differenziale

3
" 4 & E
) J Rl 7y ¢ +4")
dove
2) -’Q{'»\"y’ = /2

rappresenta 1l raggio di curvatura.

Nel seguito una traiettoria calcolata mediante 1la
1) verrd detta "traiettoria principale",

Si supponga ora nota una traiettoria appartenente
al piano di simmetria e si vogliano calcolare quelle
traiettorie che nell'approssimazione di Gauss, si pos-
sono considerare abbastanza vicine ad essa. In appros-
simazione lineare tale calcolo pud essere effettuato

integrando le seguenti equazioni di Kerst e Serber(1):

2°¢ - 5 £ /4
3) T S tentg) e = - L L
Ls= LTI iy T T el P
4) Gy 71(¢). o
({52. ‘):‘3/5) 7
doves

s & l'ascissa curvilinea lungo la traiettoria nota

§(s) il raggio di curvatura

g et? gli scostamenti dalla traiettoria nota, rispetti
vamente in senso origzzontale e in senso vertica-
le

£ o8

= ;g?~ ~ 1'indice del campo (% & la norma-
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le a2lla traiettoria nota).

Una traiettoria calcolata mediante 1la 3) o la 4)
od entrambe, nel seguito verrd detta "variata" ri-
spetto alla traiettoria lungo cui & definita l'ascis

sa curvilineaz s.

Il calcolo della traiettoria principale.

La prime difficolta che si incontra nella inte
grazione numerica della 1) consiste nel modo di trat
tare la funzione B(Xy), che si suppone data mediante
un insieme di valori discreti misurati 'sperimental-
mente in punti equidistanti appartenenti ad un reti-
colo cartesiano. I nodi del reticolo possono essere
in numero elevatissimo, anche dell'ordine delle deci
ne di migliaia.

Si dovrad pertanto scegliere un procedimento nume
- rico che tenga conto del modo particolare con cui &
data la funzione da elaborare.

Il metodo che nel seguito si espone & basato sul
la scelta delle formule del Milne<°> per l'integra-

zione numerica di un'equazione differenziale.

(°) - Come & noto, il metodo del Milne(z) per 1'inte
grazione numerica di una equazione del 1° ordi
ne y*:f,!’/y;,j & basato sull'uso delle 2 formu
le, dette rispettivamente di predizione e cor-

rezione:

| / )
- ‘8 7 _ %, ,.-f_(,-/}
e = 5 3“/7(/‘5"(7&2 3”3

-~
- £/ Lo o Ly
6) ’fm, = Thev */7[13“}’1,-/ * 3 /o M=y

in culi h & il passo di integrazio

a3
®



Converra considerare 1 valori del campo nei nodi
del reticolo cartesiano come elementi di una matrice
B = “Bijﬂ a p righe ed m colonne (v. fig. 1) ed assu
mere 11 passo d'integrazione h uguale al passo del

reticolo,

(j; A

& o op o %m
Q%I (;é;’? ¢3{?5 < 22 m

8,  Bu 4 E&im 5%
® < L% — o e e m— — - ° 2
X/ . *‘2 ’\/j x,n

Gy

A FIG. 1

A differenza di altri metodi, tra cui quello di
Runge-Kutta, il metodo del Milne applicato ad una c-
guazione Gel 29 ordine

Do 4= d )

richiede il calcolo della G(xyy'), per quanto riguar
da la sua dipendenza da x, in corrispondenza al solo
valore x = x, relativo al passo che si sta eseguen
do. Pertanto nell'integrazione numerica della 1), in
corrispondenza al passo n-esimo, sara sufficente ave
re presente nella memoria di lavoro del calcolatore
la sola colonna n-esima della matrice B.

Le singole colonne potranno essere via via chia-
mate, durante il corso della elaborazione, da una me

moria ausiliaria, che pud essere a seconda del calco
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latore a digposizione un tamburo magnetico, un nastro
magnetico, o semplicemente un nastro di carta perfora
ta,

I1 problema della variabilitd della G(xyy') ri-
spetto ad y, che compare nella 1) solo tramite la fun
zione B(xXy) potrd essere risolto mediante interpola-
zione sul valori degli elementi appartenenti alla co-
lonna n-esima della matrice B.

Da quanto esposto, risulta chiaramente come la
scelta del metodo del Milne faciliti grandemente la
programmezione per la gelezione e 1l'interpolazione del
valori del campo B(xy).

Lpplicato ad una equazione del 29 ordine(z)

espri-
mibile nella forma 7) il metodo pud tradursi nel se-
guente procedimento risolutivo (supponendo 1l'integra-

zione compiuta per i primi n passi)s

1) Calcolo di Y s con la formuls di predizione
| &

2) Calcolo di Y con la formula di correzione
K

3) Calcolo di §2+f'é:<xn+1v Yn41s ¥'neq) delle equa-
zione differenziale

4) Nuovo calcolo di Y 'pneq con la formula di correzio-
ne.

5) Nuovo calcolo di yp4q con la formula di .correzio-
ne. Questo punto & analogo al 2).

6) Ripetizione dei punti 3) 4) 5) finché due  valori
successivi di y ed y' risultino coincidenti entro
una prescritta tolleranza.

Da quanto esposto risulta che il procedimento & i

terativo e d& origine a due successioni di valori di

=
-S..“’

S

. o . - (4) :
Yn+1 €4 ¥'peq Yentro condizioni molto generali gy T1
sultano convergenti. E' bene osservare perd che le suc
cegsioni non convergono versgo la vera soluzione della

equazione e la sua derivata, ma verso una 1loro appros
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simazione. Pil avanti aremo brevemente 11 grado
di precisione che & possibile ottenere.

I1 procedimento risolutivo descritto pud riassu-
mersi nel diagramma a blocchi rappresentato in figu-
ra 2. Per una sua nigliore comprensione si osservi
che le lettere dell'alfabeto greco indicano determi-
nate zone di memoria in cui sono registrati dei datis
se sono racchiuse tra parentisi indicano invece il
contenuto delle zone di memoria cui si riferiscono.
Il contatore n aumenta progressiveamente al términe di
ciascun passo d'integrazione (N in tutto, consideran
do anche i primi tre che vanno calcolati a parte), ed
il contatore 1 ha il compito di impedire ltinvio al
test di coincidenza prima che siano stati calcolati
almeno due valori di yp.q1 e due A1 y'pniq.

Il metodo del Milne richiede di essere innescato
mediante un altro procedimento che fornisca i valori
di y, y' ed y" relativi ai primi tre passi. Pud ser-
vire ottimamente allo scopo il tradizionale metodo
di Runge—Kntta(3>; la difficoltd connessa con il mo-
do di introdurre nei calcoli la funzione B(x,y) -pud
esscre eliminate considerando che, nei primi 3 passi,
la traiettoria si pud confondere con la propria tan-
gente, e quindi il campo lungo essa pud esprimersi
come funzione della sola x.

In tal modo all'innesco la 1) agsume la forma
y : .
8) },f = A& glfxl}/,/.,,.?,/}z‘.

dove B(x) pud ad esempio essere un polincmio che ap-
prossima il campo B(xy) lungo la tangente alla tra-
lettoria nel punto inigiale.

Per quanto riguarda la precisione ottenibile nei

calcoli, si osservi che la formula di correzione 6)



=

|Calcolo di y'y 49 con
la formula di prediziole
ne. y'mpq =¥y

v ’ no _: si
1 =1 (n =N _eﬁla}
A 4

Calcolo di yp4.q con la m+1em
—] formula di correzione.
Yn+1 — 3
|2-1 >l si

¥

g coincidenza tra
120‘;?/) no >/\(fﬁ?«)e(°<z>;tra )
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4
Calcolo di

A

Tn+1=0(Xp 41 Y+t Y5 o)

W

I(D{ 0 >3, |

,__I___. FIG. 2

[Caicoio a1 V'n+t con
la formula d4di correz.

1 . 7
F'n+t Py

i
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comporta un errore di troncamento dato da

VT 8y

dove Ef ¢ un opportuno punto compreso tra Xy _1 ed
Xn+1-

Per valutare 1l'ordine di grandezza dell'errore si
sono eseguiti calcoli di prova in campo magnetico co
stante. Si & trovato che l'errore risulta lentamente
crescente con la pendenza della curva.

Ad esempio per una traiettoria circolare di 166
cm di raggio si & avuto, per X = 66 cm, ¥y = 13,2 cm
ed Y' = 0,4, un errore di 0,18 mm. fer un'asltra tra-
iettoria di raggio 50 cm si & avuto, in corrisponden
zea ad X = 49 e y' = 5,3, un errore di 1,5 mm.

Questl calcoli di controllo sono stati eseguiti

con passo h = 1 cm.

T1 calcolo delle traiettorie variate.

Si supponga nota una traiettoria principale cal-
colata col procedimento descritto nel precedente pa-
ragrafo, e si voglianc calcolare mediante le equazio
ni 3)e 4) le traiettorie variatevrispetto ad essa.

Si osservi perd che la variabile indipendente s,
che compare nelle equazioni di Kerst e Serber, non &
nota e neppure facilmente determinabile. Tale diffi-
coltd pud essere eliminata operando nelle 3) e 4) un
cambiamento di variabile, in modo da ottenere come
variabile indipendente l'ascissa x cui & riferita la
traiettoria principale.

Allo scopo basta operare nelle 3) e 4) la sosti-

tuzione X

1) = [ Y 74y 0E) dE
o
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dove y ¢ l'ordinata della traiettoria principale. Te

nendo presente che valgono le

; 3 /Lt
_—_0(;5-“:“//4.@/2 Qf\) = ‘ (7 y
X Vd =t xré //,4_,_[7/2

ed esprimendo nelle 3) e 4) le derivate rispetto ad
s per mezzo delle derivate rispetto ad x, si ottengo
no le nuove equazioni che danno gli scostamenti dal-
la traiettoria principale in funzione dell'ascissa X.

Precisamente si ottiene per l'equazione delle o-

scillazioni orizzontali:

2 f
LE_ aF ypyby | e prn- v} (yeo) 4p

11)??3 X ey 2 £20x0) ) Po

e per l'equazione delle oscillazioni verticali:

L5 X5 YYD e s
dxt = dx I+ yitn)? -/ @2(x)

12)

Nelle due equezioni cosl ottenute compaiono quat

tro funzioni note della x, e precisamente:

13) . 70, Yx) . %PKX) o o(x) .

Le prime tre della 13) si ottengono come risulta
ti intermedi nel calcolo della traiettoria principa-
le, e devono gquindi essere inviate ad una memorizza-
zione esterna (nastro perforato, o schede, ecc,) as-
sieme alla y(x).

La determinazione dell'indice del campo

Nx) = - Jfgé. s .
77 8 923
richiede di conoscere l'andamento della a7 . Cid

si pud ottenere riportando sulla mappa del campo un

grafico della traiettoria principale, e valutando in
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corrispondenza ai valori di x multipli interi di h,
1 rapporti incrementali : .

Le quattro funzioni 11) risultanc in definitiva
note nei punti equidistanti di ascissa x = jh
(j = 0,1, ... N) e possono pertanto egssere calcolate
dovunque in O« X< N h mediante interpolazione.

Une volta chiariti questi punti 1l'integrazionem
merica delle 11) e 12) non presenta difficoltd e pud
essere effettuata anche col tradizionale metodo di

Runge-Kutta.

Applicazione al calcolo delle traiettorie nello spet-

trometro a coppie.

I1 procedimento descritto & stato appliceto al
calcolo di traiettorie di elettroni corrispondenti a
diversi valori dell'energia nello spettrometro a cop
pie dei Laboratori Nazionali di Frascati. Sono state
integrate sia l'equazione 1) che le 11) e 12) con un
cempo magnetico definito mediante cireca 7000 valori
ai B(xy) corrispondenti ai nodi di un reticolo carte

h =1 cm. S1 & utilizzata la macchina

calcolatrice FERRANTI dell'I.N.A.C. (Consiglio Naz.

siano di passo

delle Ricerche). I risultati di questo calcolo sono
esposti in un articolo sullo spettrometro a coppie.(5)
I1 programma & disponibile presso il servizio cal

coli numerici dei Laboratori Nazionali di Frascati.
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